Cwiczenie 2: Wyznaczanie wskaznikoéw prostych oraz
ptaszczyzn sieciowych

Opracowanie: dr hab. inz. Jarostaw Chojnacki, Gdarnsk 2017

W opisie geometrii struktur krystalicznych czesto konieczne jest wskazanie pozycji atomu,
wskazanie kierunku lub wskazanie ptaszczyzny. Zwykle czyni sie to w powigzaniu z
krystalograficznym uktadem wspétrzednych.

Pozycje atomu okresla sie podajgc wspdtrzedne krystalograficzne. Punkt A(x,y,z) okresla
przez wektor pozycyjny r[x,y,z] = OA, ktorego wspodirzedne wynikaja z relacji r = xa + yb + zc,
gdzie wektory a, b i ¢ definiujg uktad wspotrzednych (sg to boki komorki elementarnej).
Oczywiscie wewnatrz komorki elementarnej liczby x, y i z nalezg do przedziatu (0,1), stad
czesto nazywa sie je wspotrzednymi utamkowymi (ang. fractional coordinates). Stosujemy tu
konwencje takg, ze wektory piszemy czcionkg wyttuszczong, a liczby czcionka zwykig lub
kursywa: a oznacza wektor, natomiast a dtugosc tego wektora. Wyznaczanie i transformacja
wspotrzednych byty przedmiotem ¢wiczenia nr 1.

Oznaczanie kierunkéw w krystalografii odbywa sie tak samo jak w ukfadach kartezjarskich
omawianych na matematyce. Wektor kierunkowy k = OP wychodzacy z punktu O (0,0,0) i i
przechodzacy przez punkt weztowy P(x,y,z) ma wspodtrzedne bedace réznicg wspodtrzednych
tych punktéw k = OP = [x-0, y-0, z-0] = [xyz]. W krystalografii wspétrzedne dla kierunkdw, tak
jak wspoétrzedne wektoréw, ujmujemy w nawiasy kwadratowe. Wspétrzedne kierunkéw
sieciowych, tzn. przechodzacych przez wezty sieci, zawsze sg liczbami catkowitymi.
Wspotrzedne te nie muszg by¢ oddzielane przecinkami, jezeli stanowig liczby jednocyfrowe.
W przypadku, gdy jedna ze wspdtrzednych jest dwucyfrowa, ze wzgledu na jednoznacznos¢
zapisu, nalezy wszystkie liczby oddzieli¢ przecinkami. Przyktadowo: [021] [0-15] lecz [1,11,2].
Tradycyjnie liczby ujemne oznacza sie kreskg nad liczbg, np. [015]. Obecnie ta konwencja nie
zawsze jest przestrzegana, gtéwnie ze wzgledu na trudnosci edytorskie (nie wszystkie
edytory tekstu dajg takg mozliwosé, np. Word wymusza koniecznos¢ przejscia do edytora
rownan, badz wstawienia obiektu typu réwnanie). Kierunki [100], [010] i [001] s3 kierunkami
zgodnymi z dodatnimi kierunkami osi krystalograficznych, kierunki [-100], [0-10] i [00-1] s3
im réwnowazne, tylko majg inny zwrot.

Symbole: [101] i [303] reprezentujg ten sam kierunek; jesli wskazniki niezerowe maja
wspolny podzielnik, podaje sie wskazniki w postaci liczb pierwszych wzgledem siebie.
Przyktadowo, wskazniki [643] nie majg wspdlnego podzielnika, wiec sg pierwsze wzgledem
siebie, chociaz nie s3 to liczby pierwsze. Innymi stowy do wskazania kierunku bierzemy
wspotrzedne pierwszego punktu, przez ktéry on przechodzi (wychodzgc z poczatku uktadu).
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Ze wzgledu na okresowos¢ budowy krysztatu, w krysztale istnieje wiele réwnolegtych do
siebie prostych (kierunkéw) sieciowych; catg rodzine prostych rownolegtych oznaczamy
jednym symbolem (tak jak gdyby poczatek uktadu wspétrzednych przesuwac do nowego
wezta sieci).

Przy szczegdtowej dyskusji struktur moze pojawié sie potrzeba wskazania potozenia kierunku
struktury jednowymiarowej, ktéry nie przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych. W
przypadku struktury SiS, nalezy podac, ze faricuchy atomow przebiegajg w kierunku
rownolegtym do [010] i przechodzg przez punkty (000) i (4,0, ) oraz im rownowazne, patrz
rysunek.
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Wskaznikowanie ptaszczyzn

Ptaszczyzna w trzech wymiarach opisywana jest rownaniem Ax + By + Cz+ D = 0.
Alternatywnie w uktadzie kartezjanskim mozna stosowac tzw. postacig odcinkowa

2 + % + E = 1, gdzie liczby a, b i c podajg wspotrzedne przeciecia osi X, Y i Z dang ptaszczyzna.
tatwo sprawdzi¢, ze dlay=0iz =0, x = a jitd. Warto zauwazyg, ze jezeli zamiast jedynki z
prawej strony wzoru wstawimy dwa, to otrzymamy rownanie opisujgce ptaszczyzne
rownolegty, ale przecinajgcg osie w punktach 2a, 2b i 2c. Zobaczmy, jakie rownanie
otrzymamy dla ptaszczyzny weztowej, tzn. przechodzacej przez co najmniej trzy wezty sieci.
Niech poczatek uktadu wspdtrzednych bedzie tak wybrany, ze ptaszczyzna przetnie osie
przechodzac przez wezty nia, n,b i n3c, przy czym n; sg liczbami catkowitymi. Réwnanie takiej
ptaszczyzny opisuje wiec wzor:



—+ L+ =1 (1.1)

nia nzb nsc
Liczby n1, n; i n3 majg najmniejszg wspdlng wielokrotnosé, ktérg oznaczymy m. Wprowadzmy
liczby hkl w nastepujacy sposob: n;= m/h, n,= m/k, ns= m/l i wstawmy je do réwnania (1.1)

—to-t—=m (1.2)
Liczba m moze byc¢ duza, ale zmieniajgc jg zawsze otrzymamy ptaszczyzny rownolegte do
siebie. Dla m = 0 otrzymamy osobliwy przypadek ptaszczyzn (wszystkich) przechodzgcych
przez punkt (0,0,0). Ptaszczyzne najblizszg srodkowi uktadu wspotrzednych uzyskamy
wstawiajgc m = 1. Okazuje sie, ze wowczas punkty przeciecia osi dane bedg jako a 1/h, b 1/k
i ¢ 1/1. W krystalografii przyjeto indeksowac ptaszczyzny poprzez podanie tréjki liczb (hkl),
ktére stanowig odwrotnosci punktdw przeciecia osi przez ptaszczyzne potozong najblizej
poczatku uktadu wspoétrzednych. Rdwnanie ptaszczyzny sieciowej (hkl) w naszym przypadku
ma wiec postac:

EpZZ=g (1.3)
Jezeli zamiast wspoétrzednych kartezjanskich uzyjemy wspétrzednych utamkowych, to
réwnanie (1.3) sprowadza sie do iloczynu skalarnego wektoréw H[h,k,I] i R[x/a, y/b, z/c], czyli
HR = 1. Wskazniki hkl nazywamy wskaznikami Millera. W przypadku, gdy dana ptaszczyzna
nie przecina danej osi (jest do niej réwnolegta, czyli punkt przeciecia lezy w nieskoriczonosci)
to odpowiedni wskaznik Millera, jako odwrotnos¢, wynosi zero. Wskaznik ujemny oznacza sie
znakiem minus przed lub nad wskaznikiem Millera np. [0-12] lub [012]. Ponownie, ze
wzgledu na okresowos¢ sieci krysztatu, jeden symbol Millera typu (hkl) oznacza zbiér
rownolegtych ptaszczyzn, ktére sg sobie réwnowazne przy innym obraniu poczatku uktadu
wspotrzednych.
Wskazniki ptaszczyzn Millera stosuje sie zaréwno do opisu pfaszczyzn wewnatrz krysztatu, jak
i do opisu zewnetrznych Scian krysztatu.
Oczywiscie, w ten sposdb nie mozna przedstawic¢ wszystkich ptaszczyzn, tylko ptaszczyzny
sieciowe, ale wtasnie te ptaszczyzny, wyrazone przez catkowite indeksy Millera i
przechodzace przez wezty sieci, s3 wazne z punktu widzenia wtasciwosci krysztatéw, np.:
wiasciwosci optycznych krysztatu, obecnosci ptaszczyzn tupliwosci, dyfrakcji promieni
rentgenowskich na krysztatach, itd.
Na oznaczenie zbioru rodzin ptaszczyzn powstajgcego przez poddanie rodziny ptaszczyzn
(Imn) przeksztatceniom wzgledem wszystkich elementéw symetrii punktowej danego
krysztatu stosuje sie nawiasy klamrowe {} zamiast nawiasu zwyktych (), np. dla uktadu
regularnego {001} oznacza zbiér (100), (010), (001) oraz ich negacje (100) itd.
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Rys 2. Przyktady ptaszczyzn o niskich wskaznikach w ukfadzie regularnym

Przyktad wyznaczania wskaznikéw Millera dla ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty
weztowe lezgce na osiach.

Niech ptaszczyzna sieciowa odcina na kierunkach krystalograficznych odcinki (przecinajac
kierunki krystalograficzne w weztach sieciowych): I-a, m-b i n-c, gdzie: I, m i n sg liczbami
catkowitymi natomiast a, b i ¢ s3 parametrami komarki krysztatu. Symbole Millera tej
ptaszczyzny wyznacza sie wstepnie w sposéb nastepujgcy. Najpierw tworzy sie odwrotnosci
liczb Imn:

111
['m’'n
Nastepnie znajduje sie wspdlng wielokrotnosé, ktéra doprowadzi powyzsze utamki do
najprostszych liczb catkowitych, np.: Imn = 3-2-6, co daje nam:
111 111
I'm’'n 3'2°6

Mnoznikiem, ktory da nam wskazniki ptaszczyzny jako najprostsze liczby catkowite bedzie 6:

111 666
3363276 (23D
Odpowiedz: Ptaszczyzna przechodzgca przez wezty 3a, 2b i 6¢ ma indeksy Millera (231).

Oczywiscie, gdybysmy wzieli za mnoznik jakas wiekszg liczbe np. iloczyn wszystkich liczb w
mianowniku wynoszacy 36, otrzymamy wskazniki ptaszczyzny (12,18,6), ktére majg wspdlny
podzielnik 6, i w rezultacie otrzymany te samg ptaszczyzne Millera (231).

W praktyce potozenie ptaszczyzny o danych wskaznikach hkl/ w strukturze, dla ktorej
dysponujemy plikiem CIF, mozemy zobaczy¢ korzystajgc z programu Mercury. Nalezy w tym
celu uruchomié opcje: Calculate > Planes > New plane > hkl.

Odlegtosci miedzyptaszczyznowe



W zbiorze réwnolegtych ptaszczyzn sieciowych odlegtos¢ miedzy sgsiednimi ptaszczyznami
nazywa sie odlegto$cig miedzyptaszczyznowgq i oznacza symbolem dhy.
Z kursu matematyki wiadomo, ze w ukfadzie kartezjariskim odlegtos¢ punktu (xo, Yo, zo) od

ptaszczyzny Ax + By +Cz +D = 0, dana jest réwnaniem:
_ |Ax0+By0+Czo+D|

d = VAZ1BZ4(? (1.4)
W naszym przypadku odlegto$é miedzyptaszczyznowa to odlegtosé od punktu poczatkowego

(000), do ptaszczyzny (hkl) o réwnaniu: Sx + %y + éz — 1 = 0. Wz6r na odlegtosc

miedzyptaszczyznowq mozna wiec zapisac jako:
|1l

s . 2 _ a2
Wz6r (1.6) dla uktadu regularnego upraszcza sie do d* = WA W uktadach
wspotrzednych, zawierajgcych co najmniej jeden kat rézny od prostego, obliczenia odlegtosci
miedzyptaszczyznowych sg bardziej skomplikowane, cho¢ w zapisie macierzowym mozna je

uja¢ krétkim wzorem 1/d*= h™-G™*-h, gdzie: h' = [hkI], G - macierz metryczna.

a® abcosy accosf
G = |abcosy b? bccosa (1.7)
accosfl  bccosa c?

Uwagi ogdlne. Im wieksze sg wskazniki w symbolach ptaszczyzn, tym mniejsze sg ich
odlegtosci miedzyptaszczyznowe i tym wiekszy kat ugiecia wigzki od takich ptaszczyzn w
dyfrakcji.

Krysztaty przede wszystkim wyksztatcajg sciany o najmniejszej predkosci wzrostu, co wigze
sie z matymi wskaznikami Millera. Wskazniki symboli Scian ograniczajgcych krysztat dos¢
rzadko przekraczajg wartosé trzy.

Nota historyczna (napisat A. Konitz):

Historycznie pierwszg metode zapisu orientacji ptaszczyzn podat Weiss w 1818 roku.
Wskazniki w symbolu Weissa podajg liczbe jednostek osiowych, ktére sciana odcina na
osiach krystalograficznych. Jezeli $ciana nie przecina osi (jest do niej rownolegta) jej
symbolem jest oo (nieskoriczono$é). Liczbom towarzyszg litery a, b i c odpowiadajace
kierunkom X, Y i Z, np. 3a:2b:5c.

Obecnie ptaszczyzny sieciowe wskaznikuje sie wg notacji angielskiego mineraloga o nazwisku
William Hallowes Miller, ktéry zaproponowat taki sposéb notacji w jego ksigzce , Treatise on
Crystallography” wydanej w 1839 roku (od jego nazwiska wskazniki ptaszczyzn w krysztatach
nazywa sie wskaznikami Millera). Ksigzke mozna znalez¢ w postaci pliku PDF pod adresem:
http://www.google.ca/books?id=MDcAAAAAQAAI&pg=PA1&dqg=William+Hallowes+Miller
Wskazniki Millera sg po prostu odwrotnosciami wskaznikéw Weissa bez symboli kierunkdéw
krystalograficznych.



Zadania praktyczne

Cwiczenie 1. Prosze okresli¢ kierunki osi symetrii w strukturach zawartych w plikach CIF
dostarczonych przez prowadzacego (KilkaGrup.cif). Postuzy¢ sie programem Mercury.

Cwiczenie 2. Prosze okresli¢ kierunki taicuchéw atoméw utworzonych za posérednictwem
wigzan wodorowych (KierunekTest1WiazWodorowe.cif) lub wigzan kowalencyjnych
(KierunekTest2Polimer.cif). Postuzy¢ sie programem Mercury uzywajac odpowiednio opcji
<H-Bond> oraz <Edit><Polymer Expansion>.

Cwiczenie 3. Okredl, jakie ptaszczyzny w strukturze NaCl beda przechodzié przez jony tylko
jednego typu a) Na* lub b) CI". W zadaniu tym réwniez mozna postuzy¢ sie plikiem NaCl.cif ze
strony NKCh i programem Mercury.

Cwiczenie 4. Prosze okresli¢ wskazniki Millera ptaszczyzn oznaczonych na ponizszym
rysunku.

Cwiczenie 5. Okres$l wskazniki Millera ptaszczyzn, ktdre przecinajg kierunki krystalograficzne
w nastepujgcych punktach: a) 2a, 5b, 1c, b) 5a, 1b, 3c; ¢) 1/2a, 1/3b, ==c; d) 2a, 1/3b, 7c.

Cwiczenie 6. Okres$l wskazniki Millera ptaszczyzn, ktdre przecinaja kierunki krystalograficzne
w nastepujgcych punktach: a) 2a, 6b, 4c, b) 8a, 4b, 2¢; c) 1/2a, 1/4b, ec; d) 2a, 1/6b, Oc.

Cwiczenie 7. Obliczy¢ odlegtosci miedzyptaszczyznowe di10 oraz do3; w regularnej sieci
przestrzennej o parametrze a = 4,10 A.

Cwiczenie 8. Obliczy¢ wskazniki Imn zbioru ptaszczyzn w sieci regularnej o parametrze a =
3,90 A, jesli odlegtos¢ miedzyptaszczyznowa dimn = 1,74 A.

Cwiczenie 9. Naszkicowac w regularnej komdrce elementarnej ptaszczyzny o symbolach:
a) (100), b) (120), c) (111), d) (11-1), e) (-210).

Cwiczenie 10. Prosze okresli¢ indeksy ptaszczyzn atomoéw utworzonych za posrednictwem
wigzan wodorowych (PlaszczyznyTest1.cif). Postuzy¢ sie programem Mercury.

W czasie zajeé trzeba posiadac kalkulator i w miare mozliwosci laptop z zainstalowanym
programem Mercury.



