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Przejsécie od symetrii grup punktowych do symetrii sieci przestrzennej krysztalu wymaga
wprowadzenia jeszcze jednego rodzaju operacji, translacji, ktéra generuje nieskonczony zbior
okresowy tworzac trojwymiarowg sie¢ przestrzenng. Operacja translacji ztozona z osiami
symetrii generuje osie Srubowe, a z plaszczyzng symetrii generuje plaszczyzny Slizgowe.
Polaczenie translacji ze znanymi juz elementami Symetrii punktowej z 32 krystalograficznych
grup punktowych generuje 230 krystalograficznych grup przestrzennych. Alternatywnie, 230
grup przestrzennych mozna wygenerowaé rozwazajac 14 sieci Bravais’ego oraz punktowe

elementy symetrii.

Elementy symetrii w grupach przestrzennych. W grupach przestrzennych operacje symetrii
mogg zawierac¢ czes¢ translacyjng, wigc sposob zapisu tych operacji musi by¢ nieco inny niz dla
grup punktowych. Ogolnie operacja symetrii w krysztale jest dana réwnaniem wektorowym r’ =
Ar +t, gdzie A — macierz obrotu, t — wektor translacji. W publikacjach naukowych czesto stosuje
si¢ symbolike tzw. kodow symetrii, w ktorej definicje przeksztalconych wspotrzednych oddziela
si¢ przecinkami. Przyktadowo: obrét o 180 stopni wokot osi Y 1 translacja o wektor 2 a

przyjmuje forme: -X+1/2, y, -z, co oznacza x’ = -X+1/2, y’ =y, z’ = -z. Wygodnie jest operacje te
o . At . .

zapisywa¢ w postaci macierzy 4x4, postaci B = [ 0 1], co pozwala zapisac operacje razem z

translacjg jako X* = BX, jesli tylko do wektora r dodamy czwarta wspotrzedng o wartosci jeden.

Mamy wowczas X = Bx = [‘8 ﬂ [11-] = [Ar 1+ t] . W ten spos6b mamy wygodne narzedzie

umozliwiajgce analize sktadania przeksztalcen, zarowno obrotow jak i translacji czy i ich
kombinacji. Uwaga: operacje roznigce si¢ elementem translacyjnym o liczbg catkowitg uznajemy

za rownowazne (identyczne przy innym wyborze poczatku uktadu wspoirzgdnych).



Zadanie 1. Zapisz operacje (-X+1/2, 'y, -z) w postaci macierzy 4x4 i oblicz jaka operacja symetrii
odpowiada dwukrotnemu podziataniu tej symetrii na obiekt.

Zadanie 2. Jaka operacja powstanie po ztozeniu operacji z zadania 1 i inwersji (-x, -y, -z) przez
punkt (000)? Jakie inne operacje beda wchodzi¢ do tej grupy przeksztatcen?

W krystalografii uzywa si¢ symbolike grup przestrzennych zaproponowana przez

Hermanna i Mauguina. Najcze¢$ciej stosuje sie¢ symbole skrocone, zawierajgce minimalng ilo$é¢

informacji o symetrii grupy przestrzennej, wystarczajacg jednak do wygenerowania wszystkich

elementow symetrii danej grupy przestrzennej. Pierwsza czg$¢ symbolu okresla centrowanie

sieci. Zasady tworzenia dalszej czesci miedzynarodowego symbolu krystalograficznej klasy

symetrii zalezg od uktadu krystalograficznego:

1.

W ukladzie tréjskosnym - podaje si¢ informacje o obecno$ci centrum symetrii poprzez
podanie symbolu 1, natomiast brak centrum symetrii zaznacza si¢ symbolem 1 (element
identycznosci), np.: P1 lub P1 (czyta si¢ odpowiednio— p jeden lub p jeden z kreska).

W uktadzie jednosko$nym, w ktérym wyrdznionym kierunkiem jest kierunek b — podaje si¢
informacje o obecnosci osi dwukrotnej ||b (réwnolegltej do kierunku b), o ptaszczyznie
(zwyktej badz $lizgowej)_| b (prostopadtej do kierunku b) lub obecnosci obu tych elementow
symetrii rdwnoczesnie. Obecno$¢ plaszczyzny prostopadte; do osi zaznacza si¢ ukos$nikiem
za symbolem osi (ukos$nik czyta si¢ — przez), a nastepnie podaniem rodzaju plaszczyzny.
Symbol pelny podaje si¢ wstawiajac dodatkowo symbol 1 dla kierunkow osi a i ¢, np.: P2y,
Pc, P2i/c, C2, P121, P12;/cl. W przypadku niestandardowego wyboru kierunkow
krystalograficznych zawsze podaje si¢ symbol petny, np.: P112;/a, P211 (takie symbole czyta
si¢ odpowiednio: P,1,1,21/a; P,2,1,1 (w tym przypadku przecinki oznaczaja pauzy w glosie,
a symbol 2;/a czyta si¢ bez pauz —dwa jeden przez a). Prosz¢ zwr6ci¢ rowniez uwage, ze
symbol P2i/c przy niestandardowym wyborze kierunkdw zmienia rodzaj plaszczyzny
§lizgowej np.: P23/b1l, P112;/a. Ta grupa przestrzenna ma réwniez mozliwo$¢ innego
wyboru kierunkéw w podstawie, ktérymi sg obie przekatne podstawy (doktadniejszy opis na
koncu instrukcji), wowczas grupa ma symbol P2;/n. Zazwyczaj wybiera si¢ grupe P2;/c lub
P2:/n w taki sposob, aby kat jednosko$ny byl zawsze wigkszy od 90 stopni, ale mozliwie
maty.

W uktadzie rombowym — podaje si¢ informacje o obecno$ci wszystkich elementow symetrii

wzgledem wszystkich trzech kierunkéw krystalograficznych; w symbolu pelnym s3



informacje zaro6wno o osiach dwukrotnych, jak i ewentualnych ptaszczyznach prostopadtych
do nich, w symbolu skroconym tylko o ptaszczyznach, np.: P2;2:2;, Pbca (P21/b 2;/c 2:/a),
Pmmm (P2/m 2/m 2/m).

. W ukladzie tetragonalnym, trygonalnym 1 heksagonalnym — podaje si¢ w pierwszej
kolejnosci informacje o symetrii w Kierunku osi wyréznionej (C) i ewentualnej ptaszczyznie
prostopadtej do tego kierunku. Jesli to nie wystarcza do opisania catej symetrii grupy
przestrzennej, to podaje si¢ zawsze dwie dalsze czesci symbolu grupy przestrzennej — druga
cze$¢ symbolu informuje nas o osi dwukrotnej rownoleglej do kierunkéw a i b (oba kierunki
w tych uktadach sg identyczne) 1 ewentualnie ptaszczyznie prostopadlej do tych kierunkow;

trzecia cze$¢ symbolu informuje nas o elementach symetrii wystgpujacych na kierunku
przekatnej podstawy (kierunku diagonalnym) [110] ([1i0] w heksagonalnym), np.: P44, 14,

P422, P432,2, P4/mmm, l4cm, P3,, P312, P3;12, P3mi, P63/m, P6:22, P6c2, P63/mmc.
Podobnie jak w uktadzie rombowym, w symbolu skréconym mozna opusci¢ (ale tylko poza
kierunkiem wyr6éznionym) informacj¢ o osi, jesli wystepuje o§ dwukrotna wraz z ptaszczyzna
prostopadta do niej.

. W ukladzie regularnym — po typie sieci Bravais’ego podaje si¢ minimum dwie czesci
symbolu. Pierwszy z nich informuje nas o rodzaju osi (dotyczy to wszystkich trzech
kierunkow XYZ) i ewentualnym rodzaju ptaszczyzny prostopadlej do niej, druga czesé
symbolu zawiera informacj¢ o obecnosci osi trojkrotnej || do kierunku [111], czyli
przestrzennej przekatnej szescianu (3 na drugim miejscu jest jednocze$nie informacja, ze
mamy do czynienia z ukladem regularnym). Jesli zachodzi potrzeba, trzecia cze$¢ symbolu

informuje nas o osi dwukrotnej réwnoleglej do kierunku [110] i ewentualnie o plaszczyznie

prostopadlej do tej osi, np.: P23, Pm3, Fd3, 1432, P4 3n, Fm3m, 1a3d. Ze wzgledu na
symetri¢ dotyczaca wszystkich trzech kierunkow krystalograficznych jednoczesnie,
W symbolu skréconym mozna opusci¢ wszystkie osie cztero- i dwukrotne, jesli istniejg do
nich ptaszczyzny prostopadle. W symbolu trojpozycyjnym pierwsze m oznacza 4/m w
symbolu dwupozycyjnym pierwsze m oznacza 2/m (np. l1a3d = 14/a 3 2/d; oraz Pm3 =
P2/m3.

Zasady te podsumowuje Tabela 1, podana tez w poprzedniej instrukcji.



Tabela 1. Kierunki symetrii. Znaczenie symboli: liczba N oznacza obrét o kat 360/N, liczba z kreska oznacza o$
inwersyjna, m — oznacza plaszczyzng symetrii, kombinacja N/m oznacza o$ obrotu N i prostopadta do niej
plaszczyzne symetrii. Zwykle cyfry piszemy czcionka prosta a litery kursywaq.

Uktad Pozycja symbolu i kierunek Grupa o najwyzszej Podgrupy
1 2 3 symetrii
tréjskosny 1 1,1
jednoskos$ny Y =[010] 2/m 2,m
rombowy [001] [010] [001] mmm mmz2, 222
tetragonalny [001] [100], [110] 4/mmm 4,4, 4/m, 4mm, 422, 42m
[010]
heksagonalny [001] [100], [1-10] ... | 6/mmm 3,3,6,3m,32,3m,6m2, 6,
[010] 6/m, 6mm, 622
regularny [100], [010], | [111]... [110]... m3m 23, m3, 43m, 432
[001]

We wszystkich uktadach grupa jest centrosymetryczna, jesli w symbolu wystepuje:

1. nieparzystokrotna o$ inwersyjna, w tym srodek symetrii 1

2. 0$ parzystokrotna wraz plaszczyzng do niej prostopadta (np. 2/m, 2/c, 4s/n).

3. trzy prostopadle ptaszczyzny symetrii (np. mmm w uktadzie rombowym) réwniez

$wiadcza 0 obecnosci centrum symetrii.

Srodek symetrii w przypadkach 2 i 3 bedzie wystepowal rowniez wowcezas, gdy o$ zwyczajna
zamienimy na Srubowg a plaszczyzne zwierciadlang na ptaszczyzne $Slizgows.
Znajomo$¢ symbolu grupy przestrzennej mozna wykorzysta¢ do przewidywania grupy punktowe;j
dla postaci krysztatu, tzn. grupy punktowej bryly stanowiacej idealny krysztal. Wystarczy
poming¢ wszystkie elementy translacyjne, tj. opusci¢ symbol centrowania sieci a wszystkie osie
srubowe 1 plaszczyzny Slizgowe zamieni¢ odpowiednio na osie zwyczajne 1 plaszczyzny

zwierciadlane.

Zadanie 3. Z nastepujacych symboli grup przestrzennych utworz grupy punktowe: P1, P2, Pm,
P2,/c, P1m1, Pbca, Pma2, Cmcm, Fdd2, Ibam, P4/m, 14, 14;/a, P3,, P321, P31c, P622, P6cc,

P6s/mme, F23, Im3, F432, | 4 3d, la3d.

Zadanie 4. Dla nastepujacych symboli pelnych grup krystalograficznych utwoérz symbole
skrocone: P121, C1ml, C12/m1, P2/n 2/n 2/n, P2:i/c 2i/c 2/n, P4/m 2/m 2/m, P4,/n 2/n 2/m,

P32/m 1, P6/m 2/c 2/c, F2/d 3, 12,/a 3, F4/m 3 2/c, P4/n 3 2/n, FAIm3 2/m.



Zamiana symbolu skroconego na pelny w ramach sieci prymitywnych uktadu rombowego jest
stosunkowo prosta, jesli postuzy¢ si¢ podanym ponizej schematem dziatania. Wiadomo, ze kazde
przecigcie dwoch prostopadtych plaszczyzn generuje 0§ dwukrotng. O$ ta bedzie osig zwykla
jezeli plaszczyzny sg zwierciadlane albo suma translacji w kierunku osi jest catkowita. Jezeli
suma translacji z plaszczyzn §lizgowych wynosi 2 to otrzymuje si¢ o$ srubowg. Przyktadowo
wezmy grupe o symbolu skroconym Pbam. Symbol oznacza, ze pierwsza plaszczyzna w symbolu
jest prostopadta do X i ma §lizg w kierunku b, druga jest prostopadta do Y ma $lizg w kierunku

a. r1 - W zwiazku z tym pierwsze dwie osie beda Srubowe a trzecia tylko rotacyjna.

b a
Peten symbol bedzie miat wigc postac: P2:/b 2;:/a 2/m. Przeanalizujmy jeszcze symbol skrocony

LNl

Pcca. Analiza $lizgdbw wyglada nastepujaco a

. Na kierunku ¢ sg dwie translacje

poléwkowe, czyli wracamy do translacji o stalg sieciowa i mamy 0§ zwyczajng a nie srubowa.
Jedynie na kierunku a jest translacja potdwkowa a wigc tu powstaje o$ srubowa. Peten symbol tej

grupy wyglada zatem nastepujaco: P2i/c 2/c 2/a.

Zadanie 5. Zamien symbole skrocone na petne w uktadzie rombowym.

Pccm, Pmna, Phcn, Pbca, Pnnn, Pnna.

Zadanie 6.
Na podstawie symbolu grupy przestrzennej okresl, w ktorych grupach wystepuje centrum

symetrii: P1, P2;, Pm, P2;/c, P1ml, Pbca, Pma2, Cmcm, Fdd2, Ibam, P4/m, 14, 14/a, P3,,
P321, P3, P31c, P622, Pécc, P6s/mmce, F23, Im3, F432, 14 3d, la3d.

Zalezno$¢ symbolu grupy przestrzennej od wyboru komorki elementarnej. Warto wiedzie¢,
ze inny wybor komorki elementarnej moze spowodowac¢ zmiang symbolu grupy przestrzenne;.
Przyktadowo bardzo popularna grupa przestrzenna P2;/C przy innym wyborze komorki zostanie
nazwana P2;/a lub P2;/n. Stad tez czasami stosuje si¢ okreslenie typ grupy przestrzennej i podaje
jej numer, przypisany w Tablicach Miedzynarodowych (typ nr 14 obejmuje wszystkie te trzy

symbole). Zrozumienie sytuacji powinien utatwic¢ rysunek 1.



Rysunek 1. Po lewej uktad elementdw symetrii wystepujacych w grupach przestrzennych nr 14.
Po prawej podano jak wybor osi a i ¢ wplywa na nazwe plaszczyzny §lizgowej i w konsekwencji
na symbol grupy. O$ b jest prostopadia do rysunku i skierowana w gore, co zapewnia ze uktad
osi jest prawoskretny.

Przy zamianie wektorow bazowych zmianie bedzie ulegata rowniez macierz przeksztatcenia.
Wiemy, ze jezeli nowa baza jest wyrazona jako [abc]=[ijK]T, to wektory wspotrzednych
obliczamy jako [X’y’z’]Tabc = T'l[xyZ]Tijk. W zwiazku z tym rdwnanie opisujace operacje symetrii
Y = AX przyjmie inna postaé. Skoro Y’ =TY oraz X’ =TX, mamy tezY = TY’ i X = TX’
skad otrzymujemy (podstawiajac) réwnanie TY = ATX’, czyli Y’= TIATX. W nowym
uktadzie wspotrzednych macierz A zastapiona jest wigc przez A’ = TAT.

Przyktad. Macierz opisujaca plaszczyzng §lizgowa W grupie P2;/c ma posta¢ nast¢pujaca:

1 0 0 O
o =1 0o 1/2 ) ; ) - ‘
A= o o 1 1/2| Jak bedzie wyglada¢ macierz ptaszczyzny slizgowej przy wyborze
0 0 O 1

wektoréw bazowych jako a’ = ¢, b’ = b, ¢’ =—-a —? Sytuacje¢ obrazuje Rys. 1 na dole.

Rozwigzanie: Konstruujemy macierz zamiany baz T:

0 0 -1
[a” b cl=[a b c] [O 1 0 [. Aby otrzymaé nowa macierz symetrii musimy
1 -1

wyznaczy¢ macierz odwrotng T ~. Postepujac jak w ¢wiczeniu pierwszym (metoda Jordana)
otrzymujemy, ze




-1 0 1

T != [ 0 1 0]

-1 0 0

Obie macierze nalezy rozbudowa¢ do wymiaru 4x4 poprzez dodanie zer i jedynki na przekatne;j i
zastosowaé wzor A’ = TXAT. Otrzymujemy:

—1010” 0o 070 0 -1

Al = 1 00 -1 0 1/2{]0 1 0

O O O

100 o o 1 1/2|[1 0o -1
o000 11to o o0
- 1 1/2 10
A,=0—101/2 0
—1 0 0 10
00010001
0 1/2
A,:0—101/2
0 0 1 0
000 1

Widzimy, ze cze¢$¢ gbrna macierzy, rozmiaru 3x3, jest identyczna dla obu macierzy i odpowiada
odbiciu w plaszczyznie prostopadlej do osi b. Translacja ¥4 na osi b w obu przypadkach $swiadczy
o0 potozeniu ptaszczyzny symetrii na wysokos$ci y = Y4. Zmianie ulegta inna cze$¢ translacyjna:
poprzednio $lizg wynosit Y C, teraz jest 2 a. Tak wigc po zmianie wektorow bazowych
plaszczyzna §lizgowa C stata si¢ ptaszczyzna a i symbol grupy P2;/c powinien by¢ zamieniony na
P2:/a. Wiasciwie do tego samego wniosku mozna doj$¢ bez obliczen przez analize rysunku 1.

Zadanie 7. Sprawdzi¢, jak przetransformuje si¢ powyzsza macierz A odbicia $lizgowego w
plaszczyznie symetrii po zamianie bazy wg schematu z drugiego wiersza rysunku 1: 8’ =—-a —,

b>’=b,c’=a.

Zadanie 8. Jak przetransformuje si¢ macierz B opisujgca dziatanie 0si srubowej 2; (-x, y+Y%,
-z+Y%) w grupie P2;/c po przejsciu do grupy P2:/n (zamiana baz jak w zadaniu 7)



